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Zusammenfassung Constraint-Netze sind eine aus der KI Forschung entliechene Tech-
nik, die verwendet werden kann, um auch komplizierte Losungsrdume auf natiirliche Art
und Weise durch lokale Beschreibung der Beziehungen zwischen Variablen (Constraints)
darzustellen. Es gibt keinerlei prinzipielle Beschrankung auf bestimmte, z.B. lineare Bezie-
hungen. Die Constraints sind durch lokale Propagierungs- Mechanismen bei der Suche nach
optimalen Losungen eine wertvolle Hilfe, da durch die Propagierung einzelner Werte und
Wertebereiche der Variablen in einem Constraint-Netz die Menge der noch zu untersuchen-
den Losungen erheblich eingeschriankt werden kann.

In diesem Beitrag wird die Darstellung von zwei Optimierungsproblemen und ihre Zerlegung
in einzelne Komponenten zur Erstellung eines “computertauglichen Modells” vorgestellt.
Durch Rezepturbedingungen verkniipfte Auftréige werden chemischen Anlagen unter Beriick-
sichtigung detaillierter Personalanforderungen zugeordnet, wobei die Gesamtbearbeitungs-
dauer minimiert wird. Eine gemischt-ganzzahlige Formulierung dieses Problems und der Ver-
such, es mit einem auf LP-Relaxierung beruhenden Branch&Bound-Verfahren zu lésen, liefert
bei restriktiven Personalressourcen infolge eines signifikanten duality gaps in vertretbarer
Zeit keine zulédssige Losung. Mit Hilfe der Constraint-Netz-Propagierung konnten jedoch
Losungsmannigfaltigkeiten effizient untersucht werden und zum Beispiel die Konsequenzen
kurzdauernder Uberauslastungen diskutiert werden.

AbschlieBlend wird als weitere industrielle Anwendung der beschriebenen Technik ein Modell
zur optimalen Reihenfolgeplanung quantenmechanischer Berechnungen mehrerer Molekiile
auf einem Cluster aus parallel arbeitenden Workstations diskutiert. Diese Rechnungen zer-
fallen in mehrere Teilschritte mit unterschiedlichem Parallelisierungsgrad. Mathematisch
fithrt dieses Modell auf ein nicht-lineares, beschrianktes, gemischt-ganzzahliges Optimierungsprob-
lem.

1 Einleitung

Auf mathematischen Modellen basierende Optimierung kann in fast allen Bereichen der Industrie
wertvolle Beitriage leisten, beginnend mit der Anregung und Bewertung neuer Ideen in Forschung
und Entwicklung iiber Prozeloptimierung, Steuerung in Produktion und Logistik, Erstellung von
Marktprognosen, optimale Preisfindung bis zur strategischen Planung. Die mathematische Opti-
mierung kann garantieren, dafl eine gefundene Losung sémtliche Randbedingungen erfiillt und die
bestmogliche Losung iiberhaupt unter diesen Bedingungen ist. Erst durch den Einsatz mathema-
tischer Optimierung wird es moglich, auch komplexe Systeme optimal zu steuern, zu konfigurieren
oder in ihnen optimale Entscheidungen zu treffen. Der Begriff der Optimierung —im mathema-
tischen Sinne verwendet— bedeutet die Bestimmung des Maximums oder Minimums einer bes-
timmten Funktion, die auf einem (beschrénkten) Bereich S oder Zustandsraum definiert ist. Die
klassische Optimierungstheorie (Differentialrechnung, Variationsrechnung, Optimale Steuerung)
behandelt die Félle, in denen S kontinuierlich ist. Die gemischt-ganzzahlige, kombinatorische,
oder kurz diskrete Optimierung, bis vor wenigen Jahren noch ein Randgebiet der mathematis-
chen Optimierung, spielt eine zunehmend wichtige Rolle [6] und bietet Algorithmen [11], wie z.B.
auf LP-Relaxation beruhende Branch&Bound Verfahren, die inzwischen auch in kommerziellen
Software-Paketen implementiert sind. Der Definitionsbereich S ist teilweise diskret, d.h. einige Vari-
ablen sind auf ganze Zahlen beschrinkt. Die Ganzzahligkeit der Problemstellungen riihrt z.B. da-
her, dafl sogenannte Null-Eins-Entscheidungen — etwa die Entscheidung ob ein Arbeitsschritt von



einem bestimmten Mitarbeiter zu einem Zeitpunkt bearbeitet wird oder nicht — zu treffen sind oder
Groflen — z.B. Standort, Stufenzahl einer Kolonne, Containergréfle — nur ganzzahlige oder nur
bestimmte Werte annehmen kénnen. Ein Uberblick iiber den Einsatz diskreter Optimierungsver-
fahren in der chemischen Industrie findet sich bei [9]. Im Rahmen des von der Européischen
Gemeinschaft geférderten ESPRIT-Projektes “PAMIPS”, bei dem die BASF Mitglied in einem
aus 4 Industriepartnern und 3 Universititen bestehenden Konsortium ist, werden parallele Algo-
rithmen zur Losung gemischt-ganzzahliger Formulierungen von Scheduling-Problemen behandelt.
Die Notwendigkeit paralleler Hardware und Software deutet schon den enormen Rechenaufwand an,
der mit der Losung von Scheduling-Problemen ([3],[4]) verbunden ist; in der Tat gehéren sie zu den
NP-schweren Problemen; oft ist die Bestimmung einer Losung oder der Nachweis der Optimalitét
in vertretbarer Zeit nicht moglich. Wie in Kapitel 3 beschrieben und in [8] ausfiihrlicher gezeigt
wird, 148t sich fiir das hier aufgefithrte Problem bei niedriger Personalkapazitit mit einem auf
LP-Relaxierung basierenden Branch&Bound Verfahren (siehe z.B. [11]) in vertretbarer Zeit keine
Losung der gemischt-ganzzahligen Formulierung des in Kapitel 2 dargestellten Problems gewinnen.
Ein Ansatz ganz anderer Art, welcher der KI Forschung entliehen ist, beruht auf Constraint-Netzen
(siehe z.B. [5] oder [7]). Diese Technik kann verwendet werden, um auch komplizierte Losungsrdume
einfacher, auf natiirliche Art und Weise durch lokale Beschreibung der Beziehungen zwischen Vari-
ablen (Constraints), darzustellen. Es gibt dabei keinerlei prinzipielle Beschrinkung auf bestimmte,
z.B. lineare Beziechungen. Constraints sind durch lokale Propagierungs-Mechanismen bei der Suche
nach optimalen Losungen eine wertvolle Hilfe, da durch die Propagierung einzelner Werte und
Wertebereiche der Variablen in einem Constraint-Netz die Menge der noch zu untersuchenden
Losungen erheblich eingeschriankt werden kann, was ausfiihrlicher in Kapitel 4 beschrieben wird.
Recht effizient lassen sich “Constraints” im Zusammenhang mit objektorientierten Darstellungen
nutzen; das eingesetzte Werkzeug basiert auf Smalltalk-80 mit der Klassenbibliothek COME ([5]).
Dieses Werkzeug wird seit einigen Jahren erfolgreich bei CIBA-GEIGY in Basel zur Modellierung,
Simulation und Optimierung kontinuierlicher Prozesse genutzt.

Die Anwendung dieses Ansatzes auf das im folgenden beschriebene personalbeschriankte Scheduling-
Problem fiihrt, wie in Kapitel 5 dargestellt zu zufriedenstellenden Resultaten. Als Ergebnis der
Untersuchung wird auf drei Punkte besonders eingegangen: Qualitéiit der Losungen (Zeitbedarf zur
Abarbeitung sdmtlicher Kampagnen bei Planung mit Constraint-Netz-Propagierung - im folgen-
den mit CNP abgekiirzt), erforderliche Rechenzeit und quantitative Auswirkungen kurzzeitiger
Personaliiberauslastungen. In Kapitel 6 wird noch kurz ein weiteres zur Zeit in Arbeit befind-
liches schwieriges Scheduling-Problem vorgestellt. Dabei handelt es sich um ein Reihenfolgepla-
nungsproblem quantenmechanischer Berechnungen mehrerer Molekiile auf einem Cluster aus par-
allel arbeitenden Workstations. Diese Rechnungen zerfallen in mehrere Teilschritte mit unter-
schiedlichem Parallelisierungsgrad. Mathematisch fiihrt dieses Modell auf ein nicht-lineares, beschrank-
tes, gemischt-ganzzahliges Optimierungsproblem. Kapitel 7 fait schliefflich die Ergebnisse dieser
Arbeit zusammen.

Variablen/Unbekannte sind mit kleinen Buchstaben gekennzeichnet, wobei kleine griechische
Buchstaben auf binére, d.h. (0,1)-Variablen hinweisen, die in der Regel als Entscheidungs- oder
Belegungsvariablen verwendet werden. Mit groflen Buchstaben werden die vor der Optimierung
bekannten Grofen (direkte Eingabedaten oder aus Eingabedaten ableitbare Daten) bezeichnet.

2 Problembeschreibung: Personalbeschrinktes Scheduling-Problem

Im Rahmen dieser Untersuchung soll eine Planung zur optimalen Personalauslastung fiir einen
Gesamtzeitraum von Np = 840 Stunden (5 Wochen) auf Stundenbasis erstellt werden. Betra-
chtet werden hierbei N = 10 Kampagnen, die jeweils auf einer fest bestimmten von 9 Anla-
gen bearbeitet werden sollen; fiir die Kampagnen 6 und 7 steht nur eine Anlage zur Verfiigung.
Die Kampagnen bestehen aus je Ny, (Nery = 3 — 30), Chargen (Ansitze), die jeweils 1 bis
6 Arbeitsschritte mit unterschiedlichem, bekanntem Personalbedarf und unterschiedlicher Dauer
erfordern. Ferner ist gegeben, wann die letzte Charge einer Kampagne fertiggestellt sein mufl



(= Liefertermin) sowie die Dauer (Tabelle 1). Zur Verfiigung stehen bis zu 4 Mitarbeiter in
kontinuierlicher Wechselschicht. Die Zuordnung von bestimmten Arbeitskriaften zu bestimmten
Anlagen oder Arbeitsschritten ist nicht vorgesehen, Pausenzeiten und Schwankungen des Per-
sonalstandes (Urlaub, Krankheit) werden nicht beriicksichtigt. Die verfiighare Personalzahl Np
wird tiber den gesamten Zeitraum als konstant angenommen. Alternativ zu untersuchende Opti-
mierungsziele sind die moglichst frithe Fertigstellung der letzten (oder auch aller) Chargen bzw. eine
Personalauslastung, die méglichst nahe bei 100% liegt. Die Produktion der Kampagnen 2-6 und

Tabellel. Die Tabelle gibt fiir die Kampagnen k die gewiinschten Fertigstellungstermine Zj; sowie die
Attribute axs—eks : prs eines einzelnen Arbeitsschrittes, d.h. Startzeit-Endzeit: Personalbedarf in Einheiten
von 1/6 Arbeitskraft

k  Zy Gks — €ks : Pks

1 264 1- 2:12 3 :6 4- 9:2 10-11:6 12-24:3 25-28:12
2 762 1 12 2-7:2 8:6

3 432 1- 2:12 3-19:12 20-21:2 22-23:9

4 552 1- 2:12 3-9: 2 10-11:6 12-24:2 25-26:12

5 624 1- 2: 6 3-9: 6 10-12:2 13-24:2

6 744 1-12: 6

7 840 1- 2: 6 3-9: 3 10-12:6

8 840 1-2:12 3 :6 4-24:2 25-27:6 28-34:3 35-37:12
9 744 1- 2:12 3-19: 3 20-24:6 25-29:3 30-31:6

10 840 1-5:6 6 :12 7-15:2  16-21:6

9-10 ist durch ein Rezepturgefiige verkettet, d.h. der Output einer Kampagne wird als Vorprodukt
fiir die néchste Kampagne benotigt. Fiir alle {ibrigen Kampagnen bestehen keine Restriktionen
beziiglich der Ausgangsprodukte. Die Produktion einer Charge ¢, von Kampagne k; erfordert
p = p(k1, k2) Chargen cg, von Kampagne ko, symbolisch (k; < p - k2). Im vorliegenden Fall wird
das Rezepturgeriist durch {(3 «— 2.5-2),(4 < 3:3),(5 « 1-4),(6 < 1-5), (10 <+ 0.3-9)} repréisen-
tiert. Aus Rezepturgeriist und Auftrigen ergibt sich der Vektor der zu produzierenden Chargen
(7,30,12,4,4,4,10,4,3,10), d.h. insgesamt N = 88 Chargen. Eine Charge besteht aus einer Zahl von
Verfahrensschritten s, die durch Personalbedarf P., und Dauer D., charakterisiert sind.

Aus der Dauer D, := ) D,.s der Chargen einer Kampagne, den vorgegebenen Fertigstellung-
sterminen und den Verkettungen zwischen mehreren Chargen konnen bereits Restriktionen der
erlaubten Startzeitintervalle berechnet werden, indem vor Beginn des Branch&Bound-Prozesses
die zul#ssigen Bereiche fiir die Variablen des Constraint-Netzes auf lokal konsistente Bereiche
eingeschrankt und somit fritheste und spéteste Startzeiten fiir alle Chargen berechnet werden.
Bei nicht verketteten Kampagnen berechnen sich der spéteste Startzeitpunkt aus der Dauer der
Charge und dem vorgegebenen Endtermin (Liefertermin). Neben dem Fertigstellungstermin be-
deuten die vorgegebenen Fertigstellungstermine fiir Zwischenprodukte innerhalb der verketteten
Produktionen bei fast allen Kampagnen zusétzliche Einschrankungen.

3 Gemischt-ganzzahlige Problemformulierung

Die gemischt-ganzzahlige Formulierung des in Abschnitt 2 beschriebenen Job-Shop-Problems mit
limitierter Personalressource lehnt sich an das Projekt-Planungsbeispiel in [2] an und ist vollsténdig
in [8] beschrieben. Entscheidungsvariablen ;. geben im Falle d;. = 1 an, daf die Charge ¢ zur Zeit
t gestartet wird. Die Startzeiten s, der Chargen werden mit den Entscheidungsvariablen tiber die



Bedingung

se= b4 M)
t=t.

verkniipft, wobei die Grenzen t. und t¢ den Bereich moglicher Startzeiten fiir eine bestimmte
Charge c eingrenzen. Diese Grenzen ergeben sich aus dem Rezepturgefiige, das den einzelnen Char-
gen unterliegt und werden mit Hilfe der Konsistenztests bzw. der Domain-Einschrinkungen des
Constraint-Netz Formalismus’ bestimmt. Je enger die Grenzen, desto stérker reduziert sich die
Menge der Entscheidungsvariablen. Die Binérvariablen §;. werden in N, Mengen S,

S. = {Opclte <t <t} (2)

vom Typ SOS-1 zusammengefafit, um das Branch&Bound-Verfahren effizienter zu gestalten. Eine
weitere Entscheidungsvariable 7 steuert, ob auf Anlage 6 zuerst die Chargen des Verfahrens 6 oder
die des Verfahrens 7 gefertigt werden. Das Rezepturgefiige, das den einzelnen Chargen unterliegt,
wurde durch Ungleichungen der Form

Sei = €c; + 1, (3)

dargestellt, wobei s., den Startzeitpunkt einer Charge ¢; aus einer Kampagne k; reprasentiert und
ec; den Endzeitpunkt einer Charge c; aus einer anderen Kampagne ks bedeutet. Der Endzeitpunkt
ec,; ergibt sich einfach aus Startzeit s.;, und bekannter Chargendauer D. geméf3

€c;

=8¢, + De. (4)
Die Personalbeschriinkung wurde #hnlich wie in [2] formuliert; siehe [8] fiir gefingfiigige Anderun-
gen. Als Zielfunktion wurden wahlweise die Fertigungsdauer t. aller Kampagnen

te == minmkaxe;~C <= min {t.|t. >e,} VEk (5)

oder die Summe Z aller Kampagnenendzeiten
/Z := min Z € (6)
k

minimiert. Aus dem Produktionsgefiige 148t sich fiir das vorliegende Beispiel t. > 362 ableiten.
Bezeichnet Np die zur Verfiigung stehende Anzahl von Mitarbeitern, so liefert ein numerisches
Experiment [8], welches in oben skizziertem MILP Np als zusitzliche Variable aufnimmt und die
Restriktionen um die Bedingung t. = 362 ergénzt, beim Zielfunktional min Np approximativ den
Wert 2.04. Damit ist gezeigt, dafl die LP-Relaxierung des MILPs fiir sémtliche Personalstdnde Np >
2.04 den Wert 362 ergibt. Dieser Endzeitpunkt kann, wie verschiedene Optimierungsliufe (siehe
[8]) mit dem Optimierungssystem XPRESS-MP (siehe [3]) und COME gezeigt haben, mindestens
bei einem Personalstand von 4% Mitarbeitern eingehalten werden.

Mit Hilfe einer Homotopie, die beginnend bei Np = 10 die Loésung der LP(Np) bestimmt, die
Basislosung speichert und als Startwert fiir LP(Np — a), a € [0, 1], verwendet, 148t sich innerhalb
weniger Minuten eine optimale Losung bis zu Np = 6% gewinnen. Fiir kleinere Personalsténde
wéchst der Rechenaufwand erheblich. Ursache dafiir ist die Symmetrie des Problems. Die meisten
LP-Relaxierungen liefern den Wert 362 auf Kosten nicht-ganzzahliger §;, die jedoch sédmtliche
linearen Restriktionen erfiillen. Zur Zeit ist ein Branch & Cut Ansatz in Bearbeitung, um das
Problem moglichst doch exakt zu 16sen.



4 Propagierung in Constraint-Netzen

4.1 Definitionen

Betrachtet wird ein Optimierungsproblem der Form

min  Z(v1,...,vp), 7
(o0, 0B g Z 01y 0m) (7)
z.B. die quadratische Form
3
; 2
min Ci V. 8
D ®

Jeder Variablen v; mufl ein Domain D, zugewiesen werden, dies kann z.B. ein Integer-Intervall
({1,...,10}) oder eine beliebige endliche Menge wie etwa {rot, gelb, grin} sein. Ein Domain sollte
endlich sein. Dies garantiert, dafl theoretisch alle Losungen untersucht werden kénnen. In der Praxis
konnen auch unendliche Intervalle angegeben werden, wenn sichergestellt ist, dafl durch die Con-
straints endliche Grenzen vorgegeben werden. Domains miissen dariiberhinaus abzihlbar sein (in
den meisten Féllen ist diese Bedingung hinreichend, um mindestens eine Losung bzw. die optimale
Losung zu finden). Die zuliissige Menge S ist eine n-dimensionale Menge, S C Dy X ... X Dy,
die durch die (lokalen) Bezichungen (Constraints) zwischen den Variablen charakterisiert ist. Ein
Werte—n-Tupel aus S heifit Losung des Optimierungsproblems. Es heifit optimale Lésung
des Optimierungsproblems, wenn es kein anderes Werte—n-Tupel mit kleinerem Wert der Ziel-
funktion (7) gibt. Die Zielfunktion Z(vy,...,v,) ist eine i.a. reellwertige Funktion auf einem n-
dimensionalen Bereich zur Bewertung einzelner Losungen. Ein Constraint c¢; (i1, ....,i;; R;) stellt
eine Beziehung zwischen den Werten von Variablen her. Erforderlich dazu ist neben der Angabe
der Variablen die Spezifizierung einer Relation R;, die fiir die zuldssigen Werte der Variablen
erfiillt sein muf:

Ci(ih~-~7il§Ri)(Di17~-~7Dil) = (D,L1 X ... X Dil) ﬂRi. (9)

Im Sinne der Definition (9) handelt es sich bei einem Constraint ¢; um eine Abbildung, die dem
Mengen—I-Tupel (D;,, ..., D;,) die Menge (D;, , ..., D;,)NR; zuordnet. Auch die Relation R; wird als
eine Menge aufgefafit. Die Indexmenge {i1, ..., %;} kann mehrfach denselben Index enthalten, I > n
ist moglich. Fiir die Formulierung von Constraints ist nicht in jedem Fall Stetigkeit vorauszusetzen
(z.B. Rechnen mit Integer-Intervallen), es ist keine vollstindige Ordnungsrelation erforderlich (z.B.
fiir Vergleiche), und die Variablen miissen nicht notwendig Zahlen sein, z.B. vs € {rot, gelb, griin}).
Fiir jeden Constraint c¢;(i1,...,4;; R;) konnen fiir alle j € {1,...,} Projektionen pr; definiert
werden:

ij(Ci(i17...7Z'l;R7;)(Di17...7Dil)) —>D,‘j (10)

Diese Projektionen identifizieren aus der durch den Constraint c¢; definierten Menge durch Projek-
tion der j — ten Stelle Teilmengen des Domains Dj, so dafl D;; ohne Informationsverlust durch

D;; ersetzt werden kann. Wenn fiir alle j € 1, ...,1
ij(Ci(ila-~-ail§Ri)(Di1a-~-aDil)) = DIJ (11)

gilt, dann heifit ¢;(i1,...,7;; R;) lokal konsistent. Fiir jeden beliebigen Wert w; € Dj- gibt es

in diesem Fall Werte wy, € Dy, k = i1,...,J,...,41, so daB (wil,...wj,...w,»l) den Constraint c;
erfiillt (greift man zwei oder mehr Werte heraus, ist dies nicht mehr gewihrleistet). Durch die
Verwendung der Projektionen pr; wird die Berechnung erleichtert, da nicht weiter mit n- oder I-
dimensionalen Mengen, sondern mit einfachen Mengen oder Werten gerechnet werden kann. Da das
kartesische Produkt der Projektionen pr;, x ... x pry, (¢;(i1,...,4;; R;)) i.d.R. echte Obergrenze von
(D;1 X ... x D) N R; ist, ergibt sich jedoch gleichzeitig ein Informationsverlust. Das Constraint-
Netz CN definiert den zuldssigen Bereich S eines Optimierungsproblems in Abhéngigkeit von den



Domains Dy, ...D,, aller Variablen und der Menge C' aller Constraints ¢;, die durch die logische
Und-Bedingung verkniipft sind:

CN(Dy,....;Dp;C) = S = Ajci (12)

Man spricht von globaler Konsistenz des Constraint Netzes, wenn fiir jedes n-Tupel (sq, ...s,) €
S und fiir alle Constraints ¢y, ...c,, € C gilt:

ci(i17~-~7il§Ri)({si1} X .o X {S”}) = (Sil, ""Sil)’ (13)

d.h. jede Losung erfiillt alle Constraints. Entsprechend ergibt sich Inkonsistenz fiir jedes n-Tupel
(51,...5,) ¢ S :

E'Cz' S C so daf3 Ci(ih 7Z[,RZ)({§“} X ... X {giz}) = {} (14)

Globale Konsistenz ist eine stidrkere Forderung als lokale Konsistenz fiir alle Constraints, wie am
Beispiel von drei Ampeln ersichtlich: Jede Ampel vy, v9,vs zeigt rot oder griin; die Constraints
v1 # Vg, U] # v3, Vg #* v3 konnen jeweils jede fiir sich, d.h. lokal, erfiillt werden, eine Losung, die
allen Ungleichungen gleichzeitig gentigt, d.h. global konsistent ist, gibt es aber offensichtlich nicht.
Ziel der Propagierung von Constraint-Netzen ist das Erreichen globaler Konsistenz, d.h. die
Bestimmung derjenigen Werte [-Tupel, die allen gegebenen Beschrinkungen (Constraints) geniigen
([12]). Dazu wird zunéchst lokale Konsistenz fiir die einzelnen Constraints hergestellt. Die Domains
der Variablen werden dann durch Beriicksichtigung von immer mehr Constraints stindig weiter
eingeschrinkt. Fiir tiefergehende Details sei auf [5] verwiesen.

4.2 Algorithmische Aspekte

In COME steht einerseits ein Branch&Bound-Verfahren zur exakten Optimierung zur Verfiigung,
andererseits konnen aber auch generierende Heuristiken (Monte-Carlo-Methode, Simulated
Annealing) oder unvollstdndiges Branch&Bound aufbauend auf Propagierung in Constraint-Netzen
angewandt werden.

Vor Beginn des eigentlichen Branch&Bound-Verfahrens sowie nach jedem Verzweigungsschritt
erfolgt eine Uberpriifung auf lokale Konsistenz. Ist allen Variablen ein fester Wert zugewiesen,
so wird anhand der Constraints iiberpriift, ob das n-Tupel (vi,...v,,) € S ist, d.h. ob globale
Konsistenz gegeben ist. Ist dies der Fall, so wird (v1,...v,) als zuléssige Losung registriert. Die
Konsistenzpriifung fiir Teillésungen verhindert, dafl zu viele unzuléssige Losungen getestet werden
miissen, Informationen werden moglichst umfassend ausgenutzt, die Laufzeit wird verkiirzt. Beim
Branch&Bound besteht die Moglichkeit, das Verfahren nach einer bestimmten Laufzeit bzw.
nach einer festzulegenden Anzahl von Schritten, d.h. von Lésungen, zu stoppen (unvollstdndiges
Branch&Bound). In diesem Fall ist nicht sicher, ob das bis zu diesem Zeitpunkt als beste Losung
festgestellte n-Tupel aus S das Optimum ist. In den meisten Féllen wird allerdings schon nach ca.
10% der Rechenzeit das exakte Optimum gefunden, die iibrige Zeit ist notwendig, um zu priifen,
ob diese Wertekombination tatséchlich das Optimum bildet.

Die generierenden Algorithmen in COME arbeiten im Gegensatz zu anderen Verfahren
nicht mit Penalisierung, um die Zuldssigkeit der Losungen zu gewéhrleisten, statt dessen wird
direkt iiberpriift, ob alle Constraints erfiillt sind. Damit vermeidet man weitere durch die Penal-
isierung erzeugte lokale Nebenminima. Allerdings hat man so viele unzulissige Tupel zu priifen.
Fiir simtliche Heuristiken kann dasselbe Constraint Netz zugrunde gelegt werden wie fiir die exakte
Optimierung; dies erleichtert ein “Umschalten” zwischen exakten und heuristischen Verfahren. Fiir
generierende Algorithmen miissen allerdings zusétzlich Startlosungen, Umgebungen und Entschei-
dungsfunktionen spezifiziert werden.



5 Constraint-Netz und Ergebnisse

5.1 Modellbildung mit COME

Als Zielfunktionale werden wieder die in Abschnitt 3 vorgestellten Ansétze (5) und (6) betrachtet,
d.h. die Endzeit t. der letzten Charge oder die Summe Z aller Kampagnen-Endzeiten ej wird min-
imiert. Das Rezepturgefiige wird wieder geméf (3) erfait. Die richtige Verkniipfung von Chargen
innerhalb einer Kampagne wird durch

Sc+1 — Se > DC ; Vk = 1,...,NK, Ve = Nf(k), ,Nl(]{;) -1 (15)

gewihrleistet, wobei ¢ = Ny (k) bzw. ¢ = Ny(k) die erste bzw. die letzte Charge der Kampagne k
bezeichnet. Die Kampagnen 6 und 7 sollen hintereinander auf Anlage 6 laufen, d.h.

s¢(6) > s1(7) + Di(7) vV s4(7) > 51(6) + Dy(6) (16)

Schliellich wird noch eine Bedingung benétigt, die sicherstellt, dafl alle J. Schritte s einer Charge
¢ unmittelbar aufeinander folgen miissen:

Se(s41) = Ses = Des 3 s =1,...,J,, Ve (17)

Sémtliche auf Bindrvariablen beruhendene Personalrestriktionen sowie (1-3) entfallen, da in COME
spezielle Objekte zur Modellierung von Ressourcen zur Verfiigung stehen. Die Anlagen werden als
Objekte definiert, die mit einem Zeitstrahl von 1 bis Np versehen sind, auf dem Aktivitéiten einge-
plant werden kénnen. Da die einzelnen Arbeitsschritte der Chargen (insgesamt 329) jeweils un-
terschiedlichen Personalbedarf haben, werden sie als eigensténdige Aktivitdten behandelt. Fiir die
Modellierung des Personalstandes ist ebenfalls eine mit einem Zeitstrahl versehene Klasse vorgese-
hen. Eine Aktivitdt wird gleichzeitig auf einer Maschine und auf dem Personalzeitstrahl eingeplant.
Das Arbeiten mit Belegungsvariablen —wie bei XPRESS-MP notwendig— entf#llt also bei COME,
es miissen allerdings stattdessen die verschiedenen Zeitstrahlen verwaltet werden.

5.2 Ergebnisse

Mit COME koénnen Losungen gefunden werden, sofern mindestens Np = 3 Mitarbeiter zur Verfiigung
stehen. Die Rechenzeit At auf einer IBM RS/6000 betréigt etwa eine Stunde; es handelt sich dabei
jeweils nur um eine erste zulédssige Losung, nicht unbedingt um das Optimum — innerhalb der
folgenden Stunden (bis zu 3 Tagen) konnte bisher allerdings in keinem Fall eine bessere Losung
gefunden werden. In den Fillen, in denen der Optimalitdtsbeweis nicht moglich ist, kann mit Hilfe
der LP-Relaxierung und einer mit CNP gefundenen Losung die Qualidt der Losung bewertet wer-
den. Die LP-Relaxierung und ihr gefundener Losungswert zpp dient als untere Schranke z,, die
CNP-Losung zonp als obere Schranke z,. Dann gibt
Zo T Zu

G =

- (15)
einen garantierten Maximalabstand der CNP-Losung von der optimalen Losung z,, 2z, < z, < 2,
in dem Sinne an, dafl 2¢¥P=2 < (7 ist. Ziel weiterer Untersuchungen ist es daher, moglichst
realistische Schranken z, und zo, zu gewinnen. Die Ergebnisse einer Untersuchung der Abhanglgkelt
der gesamten Fertigungsdauer von der Personalkapazitit sind in Tabelle 2 auf Basis der besten
gefundenen Losungen zusammengefaflt. Die Art der Aufzéhlung — immer beginnend mit den
kleinsten Werten im zuléssigen Bereich — legt die Vermutung nahe, dafl zumindest in einigen
Fillen bereits das Optimum gefunden ist, ohne dies exakt bewiesen zu haben. Zur Abschéitzung
konnen aber einige Schranken angegeben werden. Fiir beliebige Personalzahlen Np bildet 362 eine
untere Schranke. Fiir Werte Np < 2.48 1483t sich diese Schranke verbessern, indem man die Summe
aller Mannstunden durch den Personalstand dividiert. Fiir Np = 2 ergibt sich dabei der Wert 450.1.
Die Chargen der Kampagnen 1,2,3,4,8 und 9 beginnen alle mit Personalbedarf 2, diese Chargen



Tabelle2. Diese Tabelle gibt die Rechenzeiten A; (auf IBM RS/6000) und erzielten Fertigungsdauer
te bzw. Z bei gegebener Personalzahl N, und kurzdauernder Uberauslastung U in Prozent an. G gibt die
Qualitéitsbewertung der Losung in Prozent gemif (18) an; 0 bedeutet bewiesene Optimalitit.

N, U  AJfn  te t.[h] G[%)] Z[h]

100.0% 1:00:48 22717 545 (100 %) 50.6 4186 (100 %)
111.0% 0:30:07 19%11" 467 ( 85.7%) 29.0 3813 ( 91.1%)
100.0% 4:45:48" 16901" 385 (100.0%) 6.4 3242 (100 %)
112.5% 0:43:32 15902" 362 (94 %) 0.0 2988 (92.2%)

Y
3

B W w

1
2

! mit 486er PC, 66 MHz

konnen bei einem Personalstand von 2 Personen nicht gleichzeitig bearbeitet werden. Auflerdem
haben Chargen der Kampagne 10 in der 6. Betriebsstunde Personalbedarf 2, kénnen sich also nur in
den 1. bis 5. Betriebsstunden mit Chargen der Kampagnen 1,2,3,4,8,9,10 iiberschneiden. Dies ergibt
insgesamt 1219 Stunden Bearbeitungszeit allein fiir Kampagnen 1,2,3,4,8,9 und 10. Mit Np = 2 ist
das Zeitlimit von 840 Std. also nicht mehr einzuhalten. Besonders hinzuweisen ist auf das Ergebnis
fir Np = 4% in Tabelle 2: Deutet man diese Zahl so, dafl 4 Arbeitskriifte kurzfristig iiber 100%
ausgelastet sein diirfen (ndmlich in diesem Fall bis zu 112.5%), so kann man einen wesentlich
fritheren Endtermin erzielen. In 44 Stunden liegt die Auslastung dabei iiber 100%, in 12 Std. ist
Np = 4% , in 23 Std. ist Np = 4% und nur in 9 Std. ist Np = 4%, d.h. die Auslastungsgrenze
wird nur in seltenen Féllen erreicht. 360 Stunden entsprechen 30 Schichten & 12 Stunden, d.h.
im Durchschnitt besteht in 3 Stunden im Laufe von zwei aufeinanderfolgenden Schichten eine
Uberauslastung - tatséichlich sind es bis zu 7 Stunden withrend 2 aufeinanderfolgenden Schichten.
Ahnliches gilt fiir eine Personalzahl Np = 3% statt Np = 3. In diesem Fall ist in insgesamt 58
Stunden die Auslastung von 100% iiberschritten, d.h. im Durchschnitt entfallen wieder auf jeweils
2 der 39 zur Bearbeitung notwendigen Schichten 3 Stunden mit Uberauslastung des Personals.
Weitere Ergebnisse im Hinblick auf die Auswirkung der Reihenfolgebedingung und den Einfluf} der
Zielfunktionale finden sich in [8].

6 Job-Scheduling in einem Cluster paralleler Workstations

In diesem Abschnitt sei noch ein Modell fiir optimales Job-Scheduling zur Berechnung von Molekiilen
in einem Cluster aus Workstations beschrieben. Dabei soll an dieser Stelle auf die spezielle Modell-

realisierung nicht eingegangen werden, sondern eine generische, nur die logischen Verkniipfungen

beriicksichtigende Formulierung présentiert werden.

6.1 Problembeschreibung

6.1.1 Molekiile, Arbeitspakete: Eine Gleichgewichtsreaktion ist beispielsweise eine Reaktion
des Typs
A+B+C+=D+FE

d.h. die Molekiile A, B und C reagieren ohne Verluste zu Molekiilen D und E. Die Anzahl der un-
terschiedlichen bzw. resultierenden Molekiile ist dabei variabel. Die quantenmechanischen Berech-
nungen fiir simtliche an einer Reaktion beteiligten Molekiile werden als ein Arbeitspaket (Anzahl
Arbeitspakete Np, Np &~ 4 — 5) bezeichnet; ein Arbeitspaket p umfait Nys(p) (zwischen 4 und
ca.30) Molekiile, die wiederum jeweils aus Na(p,m) Atomen (N4(p,m) ~ 5 — 50) bestehen.
Fiir die Bearbeitung jedes Arbeitspaketes p sollen eine Prioritét P, und eine Zielzeit T}, fest-
gelegt werden konnen. Fiir jedes Molekil (m = 1,..., Ny (p)) des Arbeitspaketes p werden in
einem ersten Schritt die Geometrie und im zweiten Schritt bestimmte physikalische und chemis-
che Eigenschaften berechnet, wobei sich dieser Schritt in drei Teilschritte untergliedert. Nach der



Berechnung der Geometrie (S;) ist eine manuelle Uberpriifung des Ergebnisses (S5) notwendig,
bevor die Ableitung der Molekiileigenschaften (S3-S5) begonnen wird. Die manuelle Uberpriifung
soll nur wihrend der Arbeitszeit, also von 8 bis 17 Uhr an Wochentagen, stattfinden und wird
als eigener Bearbeitungsschritt gefiihrt, der keine Maschinenressourcen benotigt; die Daten aus S;
werden allerdings bis zu dieser Priifung auf den Festplatten der beteiligten Rechner gespeichert. Die
Reihenfolge von S35 und Sy ist beliebig, sie miissen aber beide vor Beginn von S5 abgeschlossen sein.
Werden die S3 und S5 eines Arbeitspaketes auf verschiedenen Rechnern durchgefiihrt, so entstehen
Umriistverluste bzw. Transferzeiten V,,,; diese Umriistzeit wird im Modell als Sg bezeichnet.
Umriistverluste zwischen den iibrigen Schritten sind vernachléssigbar. Jeder der Schritte S, Sy und
S5 kann parallel mehrere Rechner nutzen, wobei fiir S; die Aufteilung so vorgenommen wird, dafl
alle beteiligten Workstations gleichzeitig rechnen, wéhrend fiir Sy und S5 in Abhéngigkeit von der
Anzahl N4 (p,m) der Atome eines Molekiils die Berechnungen verschiedene Dauern haben und zu
unterschiedlichen Zeitpunkten beginnen kénnen. Die erforderlichen Rechenzeiten (typischer-
weise 10% bis 10¢ CPU-Sekunden) werden fiir die weitere Bearbeitung in CPU-Zeit vorgegeben.
Fiir Sy wird grundséitzlich eine Viertelstunde veranschlagt.

6.1.2 Beschreibung des Workstation-Clusters: Zur Verfiigung steht derzeit ein Cluster von
Npgi = 16 Maschinen. Die Bearbeitungszeit fiir S7 wird bei paralleler Bearbeitung auf mehreren
Rechnern nichtlinear verkiirzt in Abhéingigkeit davon, welche und wie viele Rechner eingesetzt
werden. Der Zusammenhang zwischen der Anzahl uy,,s der zur Berechnung des s — ten Schrittes
(s = 1,3,4,5) fiir Molekiil m des Arbeitspaketes p eingesetzten Rechnern und der reduzierten
Rechenleistung wird durch die Funktion F(upms), 0 < Fpns < 1, spezifiziert, die zunéchst
als unabhéngig davon angesehen wird, welche Rechner fiir die Berechnung eingesetzt werden. Im
Vektor ppms = [0pms(1), -.vs Opms(NR)], dpms(r) € {0,1} wird die Information, welche Rechner fiir
einen bestimmten Rechenschritt im Einsatz sind, festgehalten, wobei noch die Belegungsvariable
Opmsr und die detaillierte, die Zeit mit einbeziehende Belegungsvariable d,,sr+ verwendet werden:

1, pms lduft im Planungszeitraum auf Rechner r
Spmsr 7= Opms (1) = {0, gonst ¢ (19)
1, pms lauft auf r im Zeitintervall ¢
5pmsrt = 5pms (’I", t) = {07 gOIlSt (20)

Die spezifische Rechenleistung des Rechners r bzgl. des langsamsten Rechners wird durch den
Performance-Faktor L,, L, > 1, ausgedriickt. Zu beriicksichtigen sind weiter die Kapazitét
der Arbeitsspeicher A, und der Festplatten F,.(r = 1,..., Ng). Die Kapazitéit der Arbeitsspe-
icher wird vorerst nicht in die Optimierung miteinbezogen, da z.Zt. die Festplattenkapazitéten
fiir die betrachteten Rechenschritte jeweils eine stidrkere Beschrinkung darstellen, eine Restriktion
beziiglich der Arbeitsspeicher also nicht aktiv wére.

6.1.3 Optimierungsziele: Die Berechnung der Arbeitspakete soll entweder

1. hinsichtlich der gesamten Bearbeitungszeit oder

2. hinsichtlich der Prioritdten oder

3. beziiglich der Uberschreitung festgelegter Endtermine
aller vorliegenden Arbeitspakete iiber einen Zeitraum von mehreren Wochen optimiert werden. Ein
mit diesen konkreten Zielfunktionalen verbundener Aspekt ist es, die Auslastung der Rechner zu
erhohen und die planerische Arbeit des Cluster-Koordinators zu unterstiitzen bzw. erheblich zu
reduzieren. Auflerdem sollen diejenigen Molekiile und diejenigen Rechner (Plattenplatz, Arbeitsspe-
icher) identifiziert werden, die als kritische “bottle necks” anzusehen sind, sowie das gesamte Modell
unter dem Blickwinkel einer Sensitivitdtsanalyse untersucht werden. Langfristig angestrebt ist ein
dynamisches Planungssystem, das den momentanen evtl. durch nicht vorhersehbare Stérungen
modifizierten Zustand des Clusters erfait und darauf aufbauend optimiert.

Mit den einfachen Annahmen Np =~ 5, Njs(p) ~ 10 und Ns = 5 folgen formal 920 Unbekan-
nte. Einige dieser Variablen sind jedoch eng und direkt gekoppelt, so folgt aus der Endzeit e, des



Arbeitspaketes p direkt aus der Kenntnis aller epns, diese wiederum aus Startzeiten sp.m,s und
Dauern dp,,. Dies fiihrt zu erheblichen Einschrankungen von Freiheitsgraden und erhéht damit
die Chance fiir die Rechenbarkeit des Problems, zumindest auf Basis der Constraint-Netze. Die
Belegungsvariablen sind nicht in die genannte Zahl mit einbezogen. Die §, p sind hier im Hin-
blick auf die Bildung eines gemischt-ganzzahligen Modells eingefiigt. Formal ergeben sich in einem
gemischt-ganzzahligen Modell &~ 4000 - (N7 + 1) binére Variablen, wobei Ny die Anzahl der be-
trachteten Zeitintervalle (N7 ~ 10°) repriisentiert. Zwar ist auch dies nur eine Obergrenze, aber
die Groflenordnung der Anzahl binérer Variablen zeigt die Schwierigkeit, das Problem in der vor-
liegenden Form als gemischt-ganzzahliges Modell zu behandeln.

6.2 Mathematisches Modell

6.2.1 Zielfunktionen: Die drei genannten Zielfunktionen (minimale Gesamtbearbeitungszeit,
minimale Summe der gewichteten Endzeiten der Arbeitspakete, minimale Uberschreitung der
Zielzeiten) nehmen folgende mathematische Form an:

Na 1 Na
min(maxep), minz —ep, minZzp (21)
P P,

p=1 p=1

Die Prioritéiten des zweiten Zielfunktionals sind hierbei so geordnet, daf3 dasjenige Arbeitspaket,
das als erstes fertig sein soll, mit einer niedrigen Zahl, z.B. 1, belegt wird. Arbeitspakete niedrigerer
Prioritét erhalten hohere Zahlen, z.B. zwischen 1 und 100. Bei Zielfunktion 3 gibt z, die Uberschrei-
tung der gewiinschten Zielzeit T}, an; die Zielzeiten T}, sind so gut wie moglich einzuhalten. Die
Uberschreitung kann durch eine Obergrenze T, z;r beschrankt werden. Hierfiir sind folgende zusétz-
liche Nebenbedingungen erforderlich:

ep <Tp+2z, , 2, < T;r ) (22)

6.2.2 Nebenbedingungen: Sie bilden ein System zehn gekoppelter Relationen. 01) Festlegung
der Reihenfolge der Rechenschritte fiir ein Molekiil.

Spm(s+1)r = €pmsr 5 VPYMVr s =1,2,4 (23)

Spmdr Z €pm2r; Spmbr Z Epm6ry Spmbr Z €Epm3r ; vamvr (24)

02) Endzeitpunkt der Berechnung eines Schrittes fiir ein Molekiil m
€pmsr = Spmsr + Apmsr ;  VDYMYVSYr (25)
Epms = m?x{epmsr} ;. VpVmVs (26)
03) Endzeitpunkt der Berechnung eines Arbeitspaketes p
ep = max{epms} ; Vp (27)

04) Beschréinkung fiir die parallele Aufteilung eines Rechenschrittes fiir Molekiil m aus Arbeitspaket
p, auf mehrere Rechner; der Job pms darf auf hochstens U, Workstations bearbeitet werden.

Nr
Zapms(r) = Upms , Upms < Up'rns’ 3 VpVm s =1,4,5 (28)
r=1

05) Wenn S; auf mehrere Rechner aufgeteilt wird, dann muf} ein besonders leistungsstarker Rechner
— diese werden im folgenden mit Rechner 1 oder Rechner 2 bezeichnet — dabei sein.

Upms > 1= [Opms(1) =1V 0pms(2) =1] ;5 Vp¥m s=1 (29)



06) Auf jeder Maschine hochstens 1 Job pro Zeiteinheit. Spéter soll auch zugelassen sein, daf ein
Rechner gleichzeitig 2 oder 3 Jobs bearbeiten kann. Wartezeiten, d.h. Zeiten wéhrend derer Daten
auf der Festplatte gespeichert bleiben, werden nicht als Jobs gerechnet, die reduzierte Festplat-
tenkapazitat wird allerdings beriicksichtigt.

> Gpms(rt) <1 5 Vrvivp (30)

Opms(T) <1 <== [Vt Spms <t < epms , Opms(r,t) < 1] (31)

07) Berechnung der Gesamtdauer dy,s- eines Rechenschrittes pms aus der auf den langsamsten
Rechner bezogenen Referenzdauer A,,,s eines Schrittes bei gegebener Datentransferzeit V,,,, und
Skalierungsfaktor A.

Apm1
Apm (L= A) o7ty - Fpma(r)
INITT  dpury = A+ I ) T (32)
loder2 (upml) Zi:l(m . 6pm1 (Z))
1

dpmar = ZStunde ; VpVmvVr (33)
dpmsr = _Byms dpms(r) 5 Vp¥Ymvr (34)

LrF(Ppm3)

A
dpmsr = —— Apmsr = Dpms 5 VpVmVr s = 4,5 35
P Lo F (ppms) Z P P p (35)
dpmer = Vom 3 YpVmVr (36)
08) Beschrénkung des Plattenbedarfs R,,,s durch die jeweilige Festplattenkapazitit F,
Rpms > Fr = 0pms(r) =0 , s=3,4,5,6 (37)
A JA

Rpm1 -~ 5 (7 ——rml 5 (D) < F o5 YpYmvr 38
S T R 10 G v ey SO (39)

Die Plattenplatzrestriktionen gehen von der Annahme aus, dafl zu Beginn eines Arbeitsschrittes der
gesamte durch R,,,s; angeforderte Plattenplatz unmittelbar und fiir die gesamte Zeitdauer belegt
wird; es wird also nicht beriicksichtigt, inwieweit der zeitlich aufgeldste benotigte Plattenplatz
Rpms(t') wihrend der Arbeitsphase eines Schrittes variiert. Es muf also lediglich sichergestellt
werden, dal Ryms > maxy{Rpms(t')}.

09) Ausfithrung von S nur wéhrend der Arbeitszeit (8-17 Uhr wochentags)

10) Die Umriistzeit (=Datentransferzeit) V,,,,, zwischen S5 und S5 berechnet sich aus der Anzahl
der hinzukommenden Rechner multipliziert mit dem Plattenplatzbedarf und dividiert durch die
Geschwindigkeit des Netzwerkes.

Fiir einen gemischt-ganzzahligen Ansatz wird eine Zeitdiskretisierung so vorgenommen, dafl der
Job kleinster Dauer bezogen auf eine Zeiteinheit etwa die Dauer 1 hat. Fiir die auf Constraint-
Netzen basierte Formulierung kann als Zeiteinheit At = 1 Minute bis zu At = 15 Minuten gewihlt
werden.

6.3 Mathematischer Losungsansatz mit Constraint-Netzen

Bei dem in Abschnitt 6.2 beschriebenen Modell handelt es sich um ein diskretes, nicht-lineares,
beschrianktes Optimierungsproblem. Grundsétzlich kann das Problem im Rahmen der in COME
zur Verfiigung gestellten CNP behandelt werden, jedoch 18t die Komplexitit des Modells (Zahl der
Freiheitsgrade, Zahl der Nebenbedingungen und Art der Verkniipfung) auch hier Schwierigkeiten
erwarten. Aus diesem Grunde und auch, um zu einer recht schnellen Losung des Problems zu
gelangen, soll zunéchst der folgende Dekompositionsansatz verfolgt werden; seine Realisierung und
damit erzielte Ergebnisse sind bei [8] beschrieben.



6.3.1 Dekompositionsansatz: Fiir einen bestimmten Rechenschritt s eines Molekiils m im
Paket p wird der in Abschnitt 6.1.2 definierte Vektor ppms als Teilfreiheitsgrad einer generierenden
Heuristik, z.B. Simulated Annealing (SA) ([10], [1]) verwendet; er spezifiert die Rechnerzuweisung
beziiglich der Aufgabe “pms”. Der Vektor x sei aus sdmtlichen Aufgaben, d.h. aus allen pms-
Kombinationen zusammengesetzt. Als Zielfunktional f(x, p,s(x)) sei ein Kandidat aus (21) gew&hlt.
Mit Hilfe des SA wird nun das Minimierungsproblem

m)in f(x,p;s) (39)

geldst, wobei p verschiedene Parameter wie Festplattenkapazitéiten, CPU Daten, benotigte Rechen-
zeiten etc., aber auch Rechendauern auf den beteiligten Rechnern beinhaltet. Zu beachten ist aber,
daf sich f(x,p;s(x)) als Losung eines Minimierungsproblems, genauer eines Schedulingproblems
bestimmt. Der Vektor s ergibt sich bei gegebenen x und p aus

s = s(x,p) = argmin{ f(x,p;s)} (40)

als Losung des inneren Minimierungsproblems und représentiert die Startzeiten s, s der einzelnen
Jobs “pms” auf den durch x vorgegebenen Workstations.

7 Diskussion

Die bisherigen Untersuchungen zeigen die grundsétzliche Eignung der ConstraintNetz-Propagierung
zur Losung von Scheduling-Problemen insbesondere auch von nicht-linearen Problemen. Der Nach-
weis der Optimalitéit erweist sich auch auf Basis der CNP als schwierig. Jedoch bietet es sich bei
den vorgelegten Minimierungsproblemen an, mit Hilfe der LP-Relaxierung der gemischt-ganzzahli-
gen Formulierung eine untere Schranke und mit Hilfe einer via CNP abgeleiteten zuléssigen Losung
eine obere Schranke zu bestimmen. Damit ist in den Féllen, in denen die Optimalitéit nicht be-
wiesen ist, doch wenigstens eine garantierte Schranke berechnet und damit eine Bewertung der
Losungsqualitdt moglich.
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